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Introduction

En mécanique des fluides, les écoulements a surface libre autour des objets de

différentes formes sont étudiés due & leurs importance d’application.

Les problémes classiques des écoulements d’un fluide parfait ont été étudié par beaucoup
de chercheurs. Les premiers travaux sont caractérisés par 1'utilisation de la méthode de
transformation conforme basée sur la formule de Schwartz-Christoffel, qui peuvent traiter
les écoulements qui ont une géométrie polygonale.

Dans le présent travail, on se propose d’étudier un écoulement a surface libre d’un issu
d’un réservoir de forme rectangulaire, I’écoulement est supposé bidimensionnel et potentiel
d’un fluide parfait. Puisque I’écoulement est bidimensionnel et potentiel, alors le plan des
variables (x, y) d’écoulement peut étre identifié au plan de la variable complexe z = x + iy.

Dans le cas ot on néglige les forces de gravité et les tensions de surface, la solution du
probléme peut étre calculer analytiquent en utilisant le théoréme des lignes de courant libre
introduite par Kirchhoff (1869). Sil'effet des forces de gravité ou bien les tensions de surface
ne sont pas négligées, le probléme ne peut étre résolu exactement.

Notre travail est composé de deux chapitre I, II et une annexe :

Dans le chapitre I, on présente les notions préliminaires et les définitions générales

de la mécanique des fluides. Une présentation de la théorie de la variable complexe et

les transformations conformes et leurs relations avec les écoulements bidimensionnels et
potentiel .

Dans le chapitre II, on considére qui les effets des forces de gravité et les tensions de

surface sont négligés. On utilise alors la méthode des lignes des courants libres introduites
par Kirchhoff qui est basée sur les transformations conformes pour obtenir une solution

exacte.



Introduction

L’écoulement bidimensionnel stationnaire da a la présence d’un obstacle de forme quel-
conque sur un radier plat.

Le probléme mixte (probléeme de Riemann-Hilbert) est la bijection entre les frontiéres
des domaines du plan physique et un autre plan auxiliaire. Les résultats trouver concordent

avec ceux de Gasmi dans le cas ou le largeur du réservoir est infini.



Chapitre 1

Quelques Notions préliminaires sur la

mécanique des fluides

1.0.1 Reésumé:

Dans ce chapitre, on va rappeler des notions préliminaires et générales sur les écoulements
des fluides, en expliquant les équations nécessaires du mouvement des fluides.

Des simplifications sont opérées dans ces équations pour obtenir des solutions.

1.1 Introduction :

La mécanique des fluides est la branche de la physique qui étudie les écoulements des fluides
c’est-a-dire des liquides lorsque ceux-ci subissent des forces ou des contraintes.

Le mouvement des liquides est régi par : les équations de Navier-Stokes, 1’on consideére
en général les liquides comme étant incompressibles.

La mécanique des fluides se compose en deux grandes sous-branches :
Statique des fluide ou hydrostatique : qui étudie les fluides au repos.

C’est historiquement le début de la mécanique des fluides avec la poussée d’Archimede

I’étude de la pression.

Dynamique des fluides : qui étudie les fluides en mouvement.



1.2. Description d’écoulement d’un fluide :

En fluide peut étre considéré comme étant formé d’un grand nombre de particules
matérielles, trés petites et libres de se déplacer les unes par rapport aux autres.

Un fluide est donc un milieu matériel contenu déformable, sans rigidité et qui peut
s’écouler. parmi les fluides, ou fait souvent la distinction entre liquides.

Par la suite, une particule d’un fluide ou un point d’un fluide sont identifiés au volume
infinitésimal décrit plus haut. Ainsi le déplacement d’une particule de fluide est identifié
non pas au déplacement d’une molécule mais au déplacement d’un élément de volume, et
donc c’est un déplacement moyen de toutes les molécules qui constituent cette particule qui
doit posséder toutes les propriétés du fluide. On note aussi qu’un fluide considéré comme
un milieu continu occupant un domaine €2 de I'espace, ses propriétés sont définies comme
fonctions de la variable x € Q) et de temps t.

Ainsi la masse, le volume et la viscosité seront des fonctions de X € Q, m (z, t), p(z, t)
et p(z, t).

Un fluide en mouvement est décrit a l'aide des grandeurs suivantes : les trois

composantes de la vitesse U, la pression p, la densité p, la viscosité u et la température
T.

Ces grandeurs sont des fonctions des coordonnées z, y, z (d’un point de ’espace occupé
par le fluide) et du temps t. On établit les équations du mouvement en basant sur les

principes de conservation.
La surface libre de I’eau

Quand un liquide est dans un récipient il est en contact avec les parois de ce dernier

mais aussi avec ’air. La surface du liquide en contact avec l'air est aussi appelée surface

Libre.

1.2 Description d’écoulement d’un fluide :

1.2.1 Description de Lagrange :

Dans la description de Lagrange, on s’intéresse a I’histoire de chaque particule de fluide.

Considérons une particule de fluide P, placé en My (zo, yo, 20) & U'instant ¢y et suivons la



1.2. Description d’écoulement d’un fluide :

(approche mécanistique) au cours de son mouvement on peut déterminer la trajectoire de

la particule de fluide si I’on connait son équation horaire

T = (xOJ Yo, <0, t)
Yy = (CU(), Yo, <o, t)

= ('I07 Yo, <o, t)

La vitesse de la particule s’écrit :

ox

Uz ot

7 = 9y
0z

(s Bt

’Description de Lagrange = Trajectoire des particules de fluide

1.2.2 Description d’Euler:

L’approche d’Euler est a mettre paralléle avec Papproche de Maxwell en Electromagnétisme.
De la méme maniére que ’on définit le champ électromagnétique en tout point de ’espace,
a 'instant t, ici, on va considérer le fluide dans son ensemble a

I'instant ¢.

On définit en chaque point du systéme les grandeurs :

plx, y, z, t), p(x, y, z, t), V(z, y, 2, t)...... etc.
Notion de ligne de courant :

Une ligne de courant ou ligne d’écoulement, est une ligne de champ de la vectrice vitesse
c’est-a~dire une courbe tangente en tout point M (z, y, z) a ¥ (z, y, z, t)a 'instant ¢.
L’ensemble des lignes de courant peut évoluer au cours du temps. L’équation de la

ligne de courant s’obtient en résolvant les équations différentielles suivantes :

dv dy dz
v, v, U,

Ou v,, vy, et v, sont les composantes du vecteur vitesse U .



1.3. Equations du mouvement des fluides

Description d’Euler = ligne de courant

Toutes les lignes de courant qui s’appuient sur une courbe C' fermée constituent un tube

de courant.

1.3 Equations du mouvement des fluides

1.3.1 Equation de continuité :

Soit une partie d'un fluide de masse volumique p délimitée par une surface fermée S

(De volume v).

Soit dy un vecteur élémentaire de cette surface, orienté vers I'extérieur a la surface

fermée (voir figure (1.1)).

das

Figure(1.1)

La partie de fluide a une masse m = [ [ [ pdv, le débit massique sortant de la surface

.
/ /pﬁds
Sy

Sy est égale a:

La conservation de la masse s’écrit:



1.3. Equations du mouvement des fluides

e f fos ] [ 3

dms Ou représente le débit massique de fluide interne au volume considéré compté pos-

itivement s’il s’agit d’une source et négativement s’il s’agit d’un puits compte tenu du

théoréeme d’ostrogradsky:

/S f / pids = / / / (div(p)dv)

L’équation de conservation de la masse peut étre écrite:

dms ///{dlvpv gﬂd

Sauf précision contraire, nous appliquerons 1’équation de conservation de masse en

Remarque 1.3.1 :

absence de source ou de puits, soit:

dp
ot

Deux cas particuliers sont alors & considérer.

div(pv)+ = =0

Le casl du fluide incompressible p = cte = div v = 0 pour un écoulement

stationnaire ou in stationnaire.

Cet écoulement est dit isovolume.
Le cas2 de I’écoulement stationnaire

<ap - ) di N —0=odivitd —(i

& =0) = div(p v) = 0= pdiv 7+ 7 grad p

En dehors de la possibilité casl, il existe la possibilité d’écoulement isovolumes tels
—

que ¥ grad p = 0 ou les variations de masse volumique sont orthogonales, en tout point, a

la vectrice vitesse.
Le principe de conservation de la quantité de mouvement :

Si la force externe agissant sur un objet, ou sur un systéme d’objets (un systéme isolé)
est nulle, alors la quantité de mouvement total de 'objet ou du systéme d’objet de meure

constante.



1.3. Equations du mouvement des fluides

1.3.2 L’équation d’Euler

Soit ¢ un domaine délimité par une surface S. La résultante des forces surfaciques

s’exercant sur ce volume est donnée par l'intégrale:
— / / Pi,ds
S

En transformant 'intégrale de surface en une intégrale de volume.

—_—
—//Pﬁnds = —///gradeﬁ‘
9

S

Ou P est la pression.

Nous obtenons:

Cette égalité montre que I’élément de volume du fluide est soumis a la force (

—

grad P) exercée par le fluide environnant.

Dans le cas ol on ne consideére que les forces surfaciques, ’équation de la balance des

forces s’écrit alors:

//ﬁ/p@_?*(v'v)v)dﬁ:-//ﬁ/grﬁpdﬁ

Le domaine étant arbitraire, on aura donc:

AV o\ - —
ol o+ (V.9) V) = —gradp (1.3.1)
Lorsque le fluide est placé dans un champ (champ de pesanteur, champ magnétique,
..., etc.), chacun de ses éléments de volume est encore soumis a la force ﬁchamp.

Cette force doit étre ajoutée au second membre de 1'équation (1.3.1) de sorte que

I'équation (1.3.1) doit s’écrire sous la forme:
— (v.v) V = —~gradP + Famp
p

Cette équation a été établie par L’Euler ( 1755 ).



1.3. Equations du mouvement des fluides

1.3.3 Théoréme de Bernoulli pour un écoulement permanent

D’un fluide parfait incompressible :

Un fluide parfait est un fluide dont I’écoulement se fait sans frottement.

On considére un écoulement permanent isovolume d’un fluide parfait entre les sections
s1 et sq, entre les quelles il n’y a aucune machine hydraulique, (pas de pompe, ni de
turbine) (voir figure (1.2)).

Soit m la masse et v le volume du fluide qui passe & travers la section s; entre les
instants ¢ et t + At. Pendant ce temps la méme masse et le méme volume de fluide passe
a travers la section s,.

En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique a ce fluide entre les instants ¢ et ¢ + At
(La variation d’énergie cinétique est égale a la somme des travaux des forces extérieures:

Poids et forces pressantes), on obtient :

2

p%+pgz+P:Cte

P Est la pression statique, pgz est la pression de pesanteur, p% est la pression
cinétique.
En divisant tous les termes de la relation précédente par le produit pg , on écrit tous

les termes dans la dimension d’une hauteur (pression exprimées en métres de colonne de

fluide).

2 P
—+z2+—=H=_=Cte
29 Py

H : est la hauteur totale

g: est la hauteur de pression
z . est la cote.

»2 L.
5 est la hauteur cinétique

z+ p%: est la hauteur piézométrique.



1.3. Equations du mouvement des fluides

Cas d’un écoulement (1)—(2) sans échange de travail :
Lorsque, dans un écoulement d’un fluide parfait, il n’y a aucune machine (ni pompe,

ni turbine) entre les points (1) et (2) d’'une méme ligne de courant, la relation de

Bernoulli peut s’écrire sous I'une ou 'autre des formes suivantes :

Z A

LSS S S

Figure (1.2)

1.3.4 Dynamique des fluides :

Le débit :

Est le quotient de la quantité de fluide qui traverse une section droite

10



1.3. Equations du mouvement des fluides

de la conduite par la durée de cet écoulement.
Débit masse :

Si Am est la masse de fluide qui a traversé une section droite

de la conduite pendant le temps At , par définition le débit-masse est :

B Am
I = A

Unité : Kg/s
Débit-volume

Si Av est le volume de fluide qui a traversé une section droite de la conduite pendant

le temps At , par définition le débit-volume est :

At

Unité : m?/s.
Relation entre q,, et q, :

La masse volumique p est donnée par la relation :

P =Ny OUdm = Pl
Remarque 1.3.2

Les liquides sont incompressibles et peu dilatables (masse volumique constante), on

parle alors d’écoulements isovolumes.
Ecoulements permanents ou stationnaires :

Un régime d’écoulement est dit permanent ou stationnaire si les paramétres qui
le caractérisent (pression, température, vitesse, masse volumique,......... ) ont une valeur

constante au cours du temps.

11



1.3. Equations du mouvement des fluides

1.3.5 Ecoulement irrotationnel:

Dans les régions d’écoulement, loin des parois solides ot le fluide peut étre considéré

comme non visqueux, 1’écoulement est dit irrotationnel et on a alors la condition:

— —
O =rotV =0
0 représente le vecteur de rotation ou de verticité.
Q est, par définition, nul pour un écoulement irrotationnel.

Cette condition apporte des simplifications importantes dans les équations du mouve-

ment.

1.3.6 Ecoulement potentiel:

On rappelle aussi qu’en mathématique une fonction dont le rotationnel est nul, peut étre

toujours représentée par le gradient d’une fonction scalaire, car on a toujours:

—_ [
rot (grad@) =0.
On peut donc réduire:
— e
V = gradep
@ représente la potentielle de vitesse.

On déduit que, du a l'existence d’une fonction potentielle, les écoulements irrotation-

nels sont dit potentiels.

1.3.7 Ecoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompress-

ible:

On rappelle la forme de I’équation de continuité pour un fluide incompressible:

div (‘7) =0

En substituant cette équation dans la définition du potentiel de vitesse.

12



1.3. Equations du mouvement des fluides

On a:
V (V) =
Alor
Vip =0
Soit
Ap =0

A Indique le Laplace et V l'opérateur gradient.
On dit qu'un écoulement est bidimensionnel si la vecteur vitesse est paralléle & un plan

fixe. Dans ce cas I’équation du potentiel de vitesse se réduit a:

Go Oy _
ox?  Oy?

Et étant une fonction potentielle continue & deux variables, alors il existe une

0

fonction dite fonction potentielle conjuguée ou fonction de courant qui vérifie:

On a aussi pour le potentiel de vitesse:

0 0
u = 77 et v = 77
ox Jy
En identifiant ces deux systémes d’équations, on aboutit aux relations suivantes entre
pet:
dp _ 0y dp o
_ _r _ t v —r

“_ax_a_ye :Gy__%
Ces équations sont connues comme celles de Cauchy-Riemann, qui nous permettent
de déduire que et sont uniformément différentiables dans le domaine de 1’écoulement
et qui permettent aussi de trouver le potentiel de vitesse & partir de la fonction de courant

ou Inversement.

13



1.3. Equations du mouvement des fluides

1.3.8 Utilisation de la théorie de la variable complexe :

Soient ¢ la fonction potentielle et ¢/ la fonction de courant respectivement d’un écoulement
potentiel bidimensionnel. On rapport le plan d’écoulement au plan complexe en écrivant

z = x + 1y puis on définit la fonction complexe par:

f(z)=p+iy

i est le nombre complexe tel que i? = —1
f (2) Est appelé le potentiel complexe de 1’écoulement. Parce que la partie réel et la

partie imaginaire de f (z) vérifient ’équation de Laplace, de plus on a :

S L < B <
9 oy Y oy Ox

Alors les relations de Cauchy-Riemann:

dp O dp O
or Oy’ ' 0y  Ox
La théorie des variables complexe offre une méthode, trés puissante pour obtenir des
solution de quelque écoulement. si le plan (z,y) est considéré comme plan de la variable
complexe z = z + iy la fonction f(z) sera analytique dans le domaine de 1’écoulement.

De plus:

df 890+ oY 0y Oy .
—=——+4i—=——1— =V, — 1V
dz Oz oxr Oy Jy * Y
Sera aussi analytique dan le plan d’écoulement. Cette trés importante propriété va
nous parametre d’utiliser, par la suite la théorie des fonctions analytiques complexes

pour résoudre notre probléme considéré.

14



1.4. Transformation conforme :

1.4 Transformation conforme :

1.4.1 Définitions

Une transformation z = z + iy — Z(2) = X(z;y) + Y (x;y) est dite conforme si
elle conserve les angles. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une transformation

soit conforme est que la fonction Z(z) soit analytique.

1.4.2 Fonctions Holomorphes

On note D(zg,7) = {z € C tel que |z — z| < r, 7> 0}
D(zo,r) est appelé disque ouvert de centre z; et de rayon 7.
D(zp,7) = {z € C tel que |z — z| < r,r >0}

D(zp, 1) est appelé disque fermé de centre zy et de rayon r.

Définition 1.4.1 :Soit f une application de D(zy,r) dans C. On dit que f est holomorphe

en zo

si lim w existe, et dans ce cas elle sera notée f’(zp).
0

Z—20 -

f : holomorphe en zy; <= f : dérivable en z.

Proposition 1.4.1 :

o (f+g)r=fr+gl
o (f9)r=1Ffrg+fg
o (fog)=(frog)y
1.4.3 Fonctions analytiques

Pour ce paragraphe, O est un ouvert non vide de C; f une application de O dans C et z

un point de O.

Définition 1.4.2 : On dit que [ est analytique en zy s’il existe un réel r > 0 (dépendant

de zp)

15



1.4. Transformation conforme :

tel que D(zp;7) € O et une suite (a,),en de nombres complexes tels que :

Vz € D(zo;7), f (2) = Zan (z — 20)

On dit aussi que f est analytique en zj si elle est développable en série entiére au voisinage
de 20

On peut remarquer que ag = f(z) .

1.4.4 Formule de Cauchy:

Soient O un ouvert de C, a un point de O et r > 0
tel que le disque ouvert D(a,r) de centre a et de rayon r soit contenu dans O. On note
7 le chemin y(t) = a + re', t € [0,2]. Si f est une fonction holomorphe sur O alors

pour tout z € D(a,r) on a:

f(2) = 5 [, i%dw

1.4.5 Quelques transformations classiques

Transformation linéaire

Une transformation linéaire w = Az, avec A = ae’® € C est une double transformation
expansion/contraction liée au coefficient a et rotation d’un angle «.

Transformation inverse

Une transformation linéaire w = z~! pour z non nul transforme les cercles en cercles/droites,

les lignes en droites/cercles selon que 'objet passe ou non par 'origine.

Transformation linéaire fractionnelle

La transformation:

16



1.4. Transformation conforme :

az+b

cz+d

Avec a, b, ¢, d des complexes, transforme les cercles en droites et réciproquement.

1.4.6 Transformation de Schwarz-Christoffel

Cette transformation conforme transforme l'intérieur d’un polygone dans le plan z en le

demi-plan supérieur (3(Z) > 0). Elle est définie par :

dZ a—T — T —T
L K(Z—a) (2 -0 (Z - o)
dz
Ou’ K est une constante complexe, a, b, ¢, . . . les points de 'axe réel images des

sommets du polygone et («, 3, 7, ...) les angles intérieurs au polygone.

17



1.4. Transformation conforme :

Figure-1.3-Transformation de Schwarz-Christoffel

Figure-1.4-Transformation conforme transformant une cavité en

”U” en un demi-plan.

18



Chapitre 2

Probléme d’un fluide issu d’un

réservoir rectangulaire

2.1 Résumé

Dans ce chapitre on va étudier un probléme d’écoulement bidimensionnel et stationnaire
d’un fluide parfait et incompressible dans un canal de forme rectangulaire de largeur 2H,
la résolution de ce type des problémes est trés difficile, a cause de la présence des forces
supperficielles.

La solution exacte peut étre calculée par la méthode des lignes de courant libres et la

transformation de Schwartz-Christoffel.

2.2 Introduction

Dans notre étude on suppose que les effets de gravités et de tension de surface sont négligés.
La solution exacte de I’écoulement peut étre trouvée en utilisant la méthode des lignes de
courant libres introduite par Kirchhoff(1869). La méthode consiste a considérer les écoule-
ments limités partiellement par des parois rigides rectilignes et d’autre part par des surfaces
libres de formes inconnues. Cette méthode est basée sur I'introduction d’une transformation

conforme, définie par :

19



2.3. Position du probléme

dz

Q = log (E) = log (u —iv) " (2.2.1)

= logq ' 416

Ouz=z+1y, f=p+i.

q et 6 sont le module de la vitesse et 1'angle entre la vecteur vitesse et ’horizontale
(l'axe z'ox) respectivement.

La propriété de La variable €) est la suivante:

e La partie réelle est constante sur chaque surface libre, c’est-a dire:
U
log — = cte
q

ela partie imaginaire est constante sur chaque paroi rectiligne, c’est-a-dire :

0=0

Ainsi, le domaine de I’écoulement dans de plan physique sera transformé en un polygone
dans le plan 2. Dans ces conditions la solution du probléme peut étre obtenue exactement.
De méme la fonction f = ¢ + i) transforme le domaine de 1’écoulement dans de plan
physique en une bande infinie. On sait, d’aprés le théoreme de Schwarz-Christoffel, qu’il
est toujours possible de trouver une transformation conforme qui applique 'intérieur ou
Pextérieur d’un polygone plan en un demi-plan d’'un autre plan. Une telle transformation
met en correspondance la région indiquée du plan €2, ainsi que celle du plan f sur la moitié
supérieure du plan d’une certaine variable complexe \. Dans ce cas, on trouve une relation
entre () et f, & partir de cette derniére, on trouve une expression de f en fonction de z est

obtenue par intégration.

2.3 Position du probléme

On suppose un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non visqueux,
a surface libre issu d’un orifice de largeur 2L d’un réservoir semi infini de hauteur 2H, voir

figure (2.1), ou l'effet de gravité et tension de surface sont négligés.
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2.3. Position du probléme

Du a la symétrie de ’écoulement par rapport a la ligne de courant FOC, on prend
comme axes de coordonnées la ligne de courant EFOC' sur 'axe z'ox et la paroi BC sur l'axe
y'oy. notons que lorsque r — —oo la vitesse est constant on note par Uy et pour x positif
I’écoulement est limité supérieurement par la surface libre C'D inférieurement par la surface
libre C'D". Nous supposons que ’écoulement a U'infini (z — +00) est uniforme et de vitesse

U et délivation H.

Y a
A
B
—
2Ho c
—
2L I\\H___ ......... __ D
e 2
; l P 2H JF X
o
— C' D'
—
v
A' B’

Figure 2.1 : PlanZ-Schéma d’un écoulement bidimensionnel d’un jet issu d’un

réservoir de forme rectangulaire
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2.3. Position du probléme

A
y
A B
U H C D
—> LI Hx—
E 0 F X

Figure 2.2 : demi plan supérieur z-Schéma d’un écoulement

bidimensionnel d’un jet issu d’un réservoir de forme rectangulaire

Le probléme mathématique consiste a déterminer la fonction potentiel de vitesse ¢ (x,y)
qui satisfait I’équation donnée par :

L’équation de continuité:

Ap = 0(Dans le domaine de I’écoulement) (2.3.1)

Avec les conditions:

@ — Uzlorsquexr — 400 (condition de radiation)

(2.3.2)
¢ — Uz lorsque r — —o0
Et les conditions aux borde:
972 — 0 sur EOD et AB
z (2.3.3)
— =0 sur BC
Iy
1(9p\* 1 (0p)
() 4 (L2 £ 2 = cte sur les surfaces libres CD et C'D'. (2.3.4)
2 \ Ox 2 \ Jy p
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2.4. Formulation du probléme.

En raison de la symétrie de I’écoulement par rapport & l'axe z'ox, on peut restrein-
dre notre étude au demi-plan supérieur, ’axe de symétrie étant considéré comme ligne de
courant.

Comme la fonction ¢ est harmonique & l'intérieur du domaine de ’écoulement qui est
connexe, alors, d’aprés le théoréme de Cauchy, pour déterminer la solution en n’importe quel
point du domaine de I’écoulement, il suffit de trouver la fonction ¢ qui vérifie I’équation
(2.2.1), avec les conditions (2.3.2) et (2.3.3).

Dans ce qui suit, on va utiliser la théorie de la fonction complexe pour résoudre le
probléme. pour ce la, on identifie le plan d’écoulement z'ox au plan complexe z on écrivant
:z = x + 1y. Les fonctions f (z) = ¢ (z, y) + ¥ (z, y) et% = ( = u — iv, sont des fonctions
analytiques de la variable z. et ¢ = Vu2 + v2.

2.4 Formulation du probléme.

Notons par ¢ = u — iv, ou(u, v) sont les composantes du vecteur vitesse dans la direction
de = et y respectivement et par f = ¢ + i) la fonction potentielle complexe ol ¢ et ¥
représente respectivement la fonction potentielle et la fonction de courant.

On suppose que la densité p du fluide est constante ainsi que la pression p sur la sur-
face libre (pression atmosphérique). Les conditions sur la surface libre sont données par

I’équation de Bernoulli.

1
3 |Q2 + 1—; = cte sur C'D (2.4.1)

q =|¢| = ctesur CD (2.4.2)

Alors la vitesse est constante sur la surface libre C'D.

2.5 Résolution du probléme:

On utilise la transformation des lignes de courant libre on trouve :
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2.5. Résolution du probléme:

Ud U
Q = log (Wz) = log (u — iv) (2.5.1)

Ou:
0 est ’angle entre le vecteur vitesse et I’horizontale.
Cette transformation nous transforme le domaine occupé par le fluide en une bande

semi-infini voir la figure (2.3).

A
9
D A B
' og.
»
C B
-n/2

Figure-2.3-le plan-€)-Transformé du plan z par la transformation de

Kirchhoff

Nous choisissons ¢ = 0 au point (z, y) = (0, 0) et ¢» = 0 sur la ligne EOC.

Par conséquent ¢» = HU sur la ligne de courant ABD voir la figure (2.4).

La transformation conforme d’une bande semi-infinie dans le plan €2 au demi-plan
supérieur d’un autre plan complexe A est donnée par le théoréeme de Schwarz-Christoffel.

En respectant le sens et 'orientation de I’écoulement.
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2.5. Résolution du probléme:

On choisit C =1, A= —1et D =0, B a 'infini sur le plan A voir la figure(2.5).
On peut alors écrire:

3 ol
3 ol

dQ) .
= = a()\—l)l (A—0)

= a()\—l)%)\T1

T+t

Par intégration on trouve:

Q:a/(x—n?ﬁﬁo

(2.5.2)
En faisant le changement de la variable 6 = 2\ — 1 dans (2.5.2) on obtient:
X
Q= a/ ——+Db
V& —1
D’ou:
Q=aargch(2\—1)+b (2.5.3)

Ou a et b sont des constantes a déterminer. Pour la détermination de a et b, on utilise
les conditions:

1) Pour A = 1 alors Q (1) = —iF, on substitue la valeur de (A = 1) dans ( 2.5.3) .
On trouve:

NN

Donc:

En substitue b dans ’équation (2.5.3), on aura:

)\_%(Mrch <Q?§)) (2.5.4)

2) Pour A = 0 alors 2 (0) = 0, on substitue la valeur de (A = 0) dans ( 2.5.3) .
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2.5. Résolution du probléme:

On trouve:

m
0: T — 1—
am l2

Alors:

a=—
2

On substitue les valeurs de a et b dans ’équation (2.5.4), on obtient

1
A= 3 (1 —ch(29)) (2.5.5)
= —sh*Q
L’équation (2.5.5) nous donne une relation entre A et €.

La seconde partie du travail consiste & trouver par la méthode des transformations con-

formes une relation entre A et f.

A J

Figure-2.4-Plan de la variable f
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2.5. Résolution du probléme:

Figure-2.5-Plan de la variable A

En utilisant encore une fois le théoréme de Schwarz-Christoffel et en respectant la cor-
respondance des B =1 H, C = iH, A et D a l'infini du plan f au points A = —1, D = 0,
C' =1 et B a linfini sur le plan A voir la figure (2.5).

d
i aA+1) ' (A=0)"" (2.5.6)
d\

. a

A+

Par intégration on trouve :
d\
= S — 2.5.
/ a/(AJrl))\ (25.7)

On faisant le changement de la variable § = 2\ — 1 dans (2.5.7) on obtient:

ds
- -~ b
/ 6‘/52—1Jr

do
= — b
‘5‘/1—52Jr

Ce qui donne, apres intégration:
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2.5. Résolution du probléme:

f=—aargthd+Db (2.5.8)
Nous avons:
1 1+9
thd = =1 -
argth § 5 Og(l—é)
Alors:

—a A+1
_ T3l ima
T Ty %y 2

Pour déterminer les constantes a et b, on utilise le fait qu’au point C' on a:

f=1et A=1

On substitue la valeur de (A = 1) dans ( 2.5.9) .

On trouve:

Et au point O on a:
—1
=0et A= —
f=0e 5
On substituer la valeur de (A = Z!) dans ( 2.5.9)

On trouve:

0=—air+b (2

Alors d’apres (1) — (2) on trouve:

22— 27
72+ (In2)*

On remplagant la valeur de a dans (2) ,on trouve:
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2.5. Résolution du probléme:

B —2im? — 2w In 2
— (In2)?
On substitue a et b dans (2.5.9) on obtient :

7m+1iln2 A+1 7wln2—in?

= lo + 2.5.10
d 72+ (In2)? 57X 72 + (In2)? ( )
On pose o = gfl?;)% et = ﬂzlf—llgﬂ)? telle que (a et B € Z) alors:
A+1
f=alog +

Donc on trouve une relation entre A et f :

1
exp(f 6) 1

D’ou l'on tire, en utilisant (2.5.5), la relation entre 2 et f :

\ =

1
A= = —sh*Q
exp (;'B) —1
Comme:
1 20 —20)
A= —sh™) =3 (1 _ el H;Xp( )) (2.5.11)

On substitue (2.5.1) dans (2.5.11), on trouve aprés simplification:
1 dz 1 /dF\?
A=—— 2 — 2.5.12
(e (§) = (D)) @312
2
On pose Y = U? (Z—Jf) , Péquation (2.5.12) devient

Y2-2(1-2\)Y +1=0

Dont la solution s’écrit:

Y:U2(§—Jf) = (1 —2)) £ 2iy/1 — (1 —2))

2
Comme U? (fl—;) = —2i lorsque A =1

29



2.5. Résolution du probléme:

On prend donc le signe négatif de la racine, i.e:

U? (Z—Jf)z = (1—2)) —i2¢/1 — (1 —2))?

On résolvant cette équation on trouve.

d d
Ud—J’f — VA i1 ,Ud—;=\/1—A—z'\/X
Ufl—; = —VA+ivVI—2A ,UZ—;:—\A—AH‘\/X
Et comme
{ U‘é—}f:\%—i% lorsque)\:%
U‘;—Jf =1 lorsque A =1
On choisit
d
Ud—; = VI—A—iVA (2.5.13)
On a d’autre part
dz dz df
U = VFa (2.5.14)
~2iln2-2 [(VI-X—iVA
o (m?2) AL+

On obtient:

dz  2iln2-2 [VI-X—iVA
dx U (x> +1n%2) | A(1+))
On inteégre:
2iIn2 — 2 VI=X—iVA
z = 5 d\ + 2z
U (7% +1n*2) A1+ X)

Ou 2 est la constante d’intégration.

Sur la surface libre, f = ¢, ¢ > 0, donc la forme de surface libre est donnée par:
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2.5. Résolution du probléme:

r = Re

2i1ln2—2 VI—A—ivA
[ U(r2+n?2) f >\(1+/\ d)\} T Zo

2iln2—2 Vi= z\f
P

(2.5.15)

{

y =1Im + Yo

7r2+ln 2

0.95

——— La solution exacte

09
0.85
08

» 0.75
0.7
065
06

055

05 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35

Figure-2.6-La forme de la surface libre
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Chapitre 3

Annexe

3.1 Outils mathématiques de la théorie des champs :

3.1.1 Opérateur gradient :

Définition 3.1.1 : A tout champs scalaire f(M), on associe un champ vectoriel grad (f)
tel que:

—_— —
df (M) = grad (f) doM
Proposition 3.1.1 : La circulation d’un gradient est indépendante du chemin suivi.

En particuliant sur une courbe fermée, la circulation du gradient est nulle.

Expressions analytiques :

En coordonnées cartésiennes : On a en coordonnées cartésiennes dans la

base (e1, €3, €3) pour une fonction f = f(z1,xq, x3):

_f

(grad(f));

En coordonnées cylindriques: On a de la base (e,, ey, ¢e,) :

— of . 19f  of

grad(f) = EeT—i_ ;89694—%

€z
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3.2. Opérateur divergence :

En coordonnées sphérique: On a de la base (e,, ey, €4)

ey _9f  1of 1 1 Of
grad(f) = or et r 00 e+ r 7 sin (0)69 8@25%

3.1.2 Gradient d’un vecteur :

On peut définir le gradient d’un vecteur V de taille n, c’est une matrice de taille n X n et

On a:

o 8’01'
N 3x]~

(grad(V))i, j

3.2 Opérateur divergence :

3.2.1 Théoréme (Théoréme de Green-Ostrogradski) :

Soit) | la surface fermé délimitant le volume v, ds le vecteur de surface élémentaire sortant

du volume. On a alors pour tout champ de vecteur V.

/éj@;//Aw@aw

3.2.2 Expressions analytique

En coordonnées cartésiennes : On a

v, oV, oVz
+ 2+

. —
div(V') = ox Jy 0z

En coordonnées cylindriques: On a

Lo, | 0,
r 00 0z

div <14T> = %% (rd,) +
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3.3. Opérateur rotationnel :

3.3 Opérateur rotationnel :

— —_—
Définition 3.3.1 : Soit un champ vectoriel V' et soit ds un élément de surface en un point
ﬁ
M de l’espace, on note que dc le contour élémentaire orienté associé a ds selon la régle de

stokes, on définit le rotationnel de V en M par:

H
de = Vdt =rotVds
de

L’opérateur rotationnel construit un champ de vecteurs a partir d’un champ de vecteurs.

3.3.1 Expressions analytique

En coordonnées cartésiennes : On a:

T (‘3A3 8A2 8A1 8A3 8142 8A1
rot A= (—— — - —

o, 00 T om T 95 Gr T om

Jes
En coordonnées cylindriques: On a:

10A, 04 0A, 0A, 0(rdy) 0A,

- Jer + (G = D)y 222D
r 00 0z cr 0z or co r  Or 00

rot A= ( e,

H
Proposition 3.3.1 :Si un champ de vecteur W est a flux conservatif c’est a dire :

dz’vw =0 Alors il existe un champ de vecteur V tel que :

W = rotv

3.4 Opérateur Laplace :

Définition 3.4.1 (Laplace d’un champ scalaire) : Transforme un champ scalaire en

Champ scalaire :

Af = div(gradf)
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3.5. Opérateur symbolique nabla :

3.4.1 Expressions analytique :

En coordonnées cartésiennes : On a

En coordonnées cylindriques: On a:

2 2
Au_la(au) 1 0% 0%*u

“ror\or) TR T oz

En coordonnées sphérique:On a

2 2
Au—la 1 8(. (‘3u) 1 0%u

=292 " e 90 T2 (0) 00

Définition 3.4.2 (Laplace d’un champ vectoriel) : Transforme un champ vectoriel
en un champ vectoriel :

e

AV = grad(div(V)) — rotrotV

3.4.2 Expression analytique du Laplace vectoriel :

En coordonnées cartésiennes : On a

KV =Y AV,
=1

3.5 Opérateur symbolique nabla :

C’est un opérateur de dérivation vectoriel.

Ses composantes en coordonnées cartésiennes sont :

> 0

On peut écrire le gradient, la divergence et le rotationnel grace a cet opérateur symbol-

ique :
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3.5. Opérateur symbolique nabla :

E— -
grad(f) =V f
rotV = VAV
div(V) = VV
—_
Af =V23f
- o —2—
AV = V2V

3.5.1 Formulaire relatif aux opérateurs :

Soit. f un champ scalaire, A et B deux champs vectoriels :

La divergence d’un gradient est égale au Laplace :

div(gradf) = Af

Le relationnel d’un gradient est nul :

r_ozf)(gmdf) =0

La divergence d’un rotationnel est nulle :

div(rotA) = 0
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié un Probléme d’un fluide issu d’un réservoir rectangulaire
devant une plaque verticale a ’horizontale.
Et on a vu que dans cette étude, on a trouvé la solution exacte de ce probléme si on

néglige les forces de gravité et l'effet de tension de surface.
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